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Produto de Poténcias de Senos e Cossenos
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E conveniente separar em dois casos (pois as
técnicas utilizadas em cada caso sao diferentes)

1o Caso: pelo menos um dos expoentes, k ou m,
é impar.

2° Caso:. ambos o0s expoentes, k e m, sao pares.

JRRZ



1° Caso — Parte 1 — Fundamental

Um dos expoentes é igual a 1.

fcos”(x) snlx| &t ou fsenk(x) cos[x] d

Substitua u = cos x (quando o expoente do seno for igual a
1) para obter

N
Jcos A senfx] dr = —fu"du
Quando o expoente do cosseno for igual a 1 substitua u = sen x.
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1° Caso — Parte 1 — Exemplos

Um dos expoentes é igual a 1.

fcosz(x) s x| d fsen(x) cos(x| dr
fcos7(x) son(x| d fsen( cos(x]
Neste caso, 0 outro expoente nao preCISa Ser um inteiro.
Hcos(x)sen(x) i JCOS—X 0
s




1° Caso — Parte 2

Um dos expoentes é impar (maior que 1).
Sera reduzido ao caso fundamental usando a
identidade trigonomeétrica senz2x + cosz x = 1.

J o[ s

Escreva sen3 x = (1 — cos2 x).sen x

Exemplo

Assim, a integral acima se reduz a

jcos( senly) dr - jcos( senl]
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1° Caso — Parte 2 — Exemplos

Um dos expoentes é impar (maior que 1).

[sern] [sar {1 s
fcos3(x) s d fcosS(x) i

Neste caso, 0 outro expoente nao precisa ser um inteiro.
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2° Caso — Expoentes pares

Ambos 0s expoentes sao pares.
Sera reduzido a integral do cos(kx) usando as
identidades trigonomeétrica para o arco metade
Cos2X =Y (1 + cos(2x))
sen2x =% (1 - cos(2x))
Exemplo

fcosz(x)dx - 1/2f f + 1/2]cos(2x)dx
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2° Caso — Exemplos

Ambos 0s expoentes sao pares.

fsen4(x) i fsenZ(x) cos |x) d

fcosz(x)sen4(x) i fcosﬁ(x) i

Neste caso, 0S expoentes sao inteiros positivos.
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Produto de Tangentes e Secantes

J X sec (x| dx

Em algumas destas integrais, a técnica para resolucéao € similar a
utilizada para resolver o produto de senos e cossenos.
Formulas basicas

fsec2(x) I = tlx+c
ftan(x).sec(x) I = seclef+c

1 +tan2x =secz2x
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Um Caso Simples

Quando o expoente da secante € igual a 2,
a substituicao u = tan X permite escrever

f ) sec'le) dr = Jukdu

Quando o expoente da secante € patr,
0 problema pode ser reduzido ao caso acima usando
sec2n+2(X) = sec?(Xx).(1 + tan2(x))n
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Outro Caso Simples

Quando o expoente da tangente é igual a 1,
a substituicao u = sec x permite escrever (n=1)

f ) sec’ly] dk = Ju"'ldu

Quando o expoente da tangente e impar,
0 problema pode ser reduzido ao caso acima usando
tan2n+1(x) = tan(x).( tan2(x))» = tan(x).( sec2(x) - 1)n
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Um Caso Mais Dificll

Quando o expoente da tangente é par
e 0 expoente da secante é impatr,

a integral pode ser resolvida utilizando
0 metodo de integracao por partes

Exemplo

ftanz(x) secx] d
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Integral de uma Poténcia da Funcao Tangente

Formula de reducao (k>1)
Tl d - k—fltan“(x) - [

Isto reduz o problema para a integral da tan(x) (se k for
impar) ou a integral de 1 (k par).

Demonstracao: use a identidade
tan2(x) = sec2(x) -1
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Poténcias da Tangente — Exemplos

Usando a féormula de reducao.

Jtan3(x) de = 1y - f 1(x] d
2 tan{x) + Infcosx)] + ¢

Jtan4(x) d = 13ta)x] - Jtanz(x)dx

B tanx| - tanlx| + 1 + ¢



Integral de uma Poténcia da Funcao Secante

fseck(x) (X
Expoente k = 2 € uma férmula basica
fsecz(x) d = tan(x] +c

Expoente par (k > 2): pode ser reduzido ao caso acima e a
Integral do produto de poténcias da tangente com a secante
sendo 0 expoente da secante par (caso ja visto). Exemplo

fsec“(x) i = f(1+tan2(x)).sec2(x) ix
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Poténcias da Secante — Expoente impar

Expoente k = 1 € uma formula basica
fsec( Jde = Inlseclx| + tan[x]] + ¢

Expoente impar: € um caso mais dificil mas pode ser
resolvido usando integracao por partes (combinado com
outras tecnicas), reduzindo o expoente da secante.

Exemplo

fsec3(x) dc = 12sec(x).tan[x) + 112 fsec(x) dx
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Poténcias da Secante — Formula de Reducao

Expoente (n > 1) inteiro positivo

0 l - N-2 -
[secln] dx = — (x).tnlx| + mfsec x) dv

Demonstracao usando integracao por partes,
similar a integracao de secs x.
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Observacao

O problema de resolver a integral do produto de uma
poténcia par da tangente por uma poténcia impar da
secante &€ equivalente ao problema de resolver a
iIntegral de uma poténcia impar da secante.

Use a identidade tan2(x) = sec2(x) -1
Exemplo

jtan2(x)sec(x) I = fsec( | dx - fsec( | d
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